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Modéles a effets mixtes

Mesures répétées ou longitudinales

Warfarin data
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individu @ : (¢5,v45), 7=1,...1n
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N=32 individus

Warfarin data
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Modele général : formulation hiérarchique
Y; = (Yi1,---,Yin,;) : observations de I'individu 4

Yij : mesure au temps t;;
Y1,..., Yy indépendants

@ Modéle des observations :

Y ~ p(-|vi; tij)

< paramétres individuels v; (vecteur d x 1)
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Modele général : formulation hiérarchique

Y; = (Yi1,---,Yin,;) : observations de I'individu 4
Yij : mesure au temps t;;

Y1,..., Yy indépendants

@ Modéle des observations :

Y ~ p(-[Yistij)
< paramétres individuels v; (vecteur d x 1)

© Modéle des paramétres individuels

(variabilité inter-individus) :

9(i)=CiB+n;
B : vecteur m x 1 des effets fixes,
n; : vecteur d x 1 des effets aléatoires, 7, o~ N(0,Q)
C; = C(c;) : matrice d x m, dépend de covarlables ci,

caractéristiques individuelles (poids, age,...)
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Modéles a effets mixtes

Exemple linéaire

1. Observations :

Yij = Yo,i + V1tij + 1/}2,it12j + €ij,

2. Paramétres individuels :

Yoi = po+Nog
Y1 = p1 o+
Yo = o+ aoc + 12,
ou encore

o

Yo,i 100 0 0 1

Y1, = 01 0 ¢ O L2

¢2,i O 0 1 0 C; Qq

———— Qo
i Ci N

8

Paramétres de population : 0 = (3,02,Q)
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Modéles a effets mixtes

Modeéle linéaire 3 effets mixtes

1. Observations :

Yij = Yo + Pritiy + Yaits; + €ij

2. Paramétres individuels :

Vi =CiB +ni

Modele linéaire (Y;) 4+ modéle linéaire (1;)
< Linear Mixed Effects model of Laird and Ware (1982) :

Y; = XiB+ Zin; +¢;

ou X; = X(Ci,ti) et Z; = Z(Ci,ti).
OnaY; ~N(Xi83, ZQZ + ¢%1d).
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Modéles a effets mixtes

Exemple Warfarin
1. Observations :

Yij = fij + fijcij
fij f(tij, Di, ;)

2. Paramétres individuels :

log; = CiB +n;

Dk, ,
t,D, k. V,Cl) = 7( vyt _ —’mt)
f6, D ko V. Ol = g e ‘
logkai =
logV; = pv+ayve+nv
logCl; = pci+ncii
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Modéles a effets mixtes

Modeéle non-linéaire a effets mixtes

1. Observations :

yij = f(tij, Vi) + h(tij, ¥i)eij,  €ij -~ N(0,0%)

2. Paramétres individuels :

9(¥i) = Cif + n;

— Nonlinear Mixed Effects model of Davidian and Giltinan (1995),
Pinheiro and Bates (2009), nlme dans R.
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Modéles a effets mixtes

Modéles mixtes considérés

Modéles linéaires a effets mixtes

Modéles non-linéaires a effets mixtes

Modeles linéaires et non-linéaires généralisés a effets mixtes
(Schelldorfer et al. (2013) GLMMLasso)

Modéles de Markov cachés a effets mixtes (M. Delattre (2012))
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Sélection de variables

Sélection de variables

Yi = (Wit - Yin,) ~ D(-|¥s)
wZNN(ClB7Q)a i=1...,N

0 (g QOR> (1)

Sélectionner les covariables ¢; pertinentes pour expliquer la variabilité
inter-individus :
< sélectionner les composantes non nulles de 5.
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Sélection de variables

Sélection de variables

Depuis 2006, nombreux articles :
@ Critéres d'information mAIC, cAIC, BIC
@ Meéthodes LASSO

© méthodes bayésiennes, méthodes "fence"

@ Ambiguité de la sélection sur (3 et/ou sur les paramétres de (.

@ La plupart des méthodes de sélection supposent la structure de
covariance connue.

@ Les méthodes de sélection proposées sont spécifiques des modéles
linéaires a effets mixtes et des modéles linéaires généralisés a effets
mixtes.
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Sélection de variables

Sélection de variables

Bayesian information criterion :

BIC = —2LL + pen
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Sélection de variables

Sélection de variables

Bayesian information criterion :

BIC = —2LL + pen

N
@ Log-vraisemblance : LL = Zlogp (Yl|§>
i=1

p(Yil0) = / p(yilhe)p(:19) dop.
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Sélection de variables

Sélection de variables

Bayesian information criterion :

BIC = —2LL + pen

N
@ Log-vraisemblance : LL = Zlogp (Yl|§>
i=1
p(¥i6) = [ plulvop(uslo)dv.
o Pénalité :

pen = (nb paramétres) x log (taille de I'échantillon)
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Sélection de variables

Quelle taille d’échantillon ?

@ Dans un modéle classique a effets fixes uniquement :
N Co
Ntot = » ;. N; observations indépendantes :
Yij, izl,...,ni, j: 1,...,N.

Yij = I+ Eij

— effective sample size = niot

15 / 35

(AgroParisTech) BIC pour les modéles mixtes



Sélection de variables

Quelle taille d’échantillon ?

@ Dans un modéle classique a effets fixes uniquement :
N Co
Ntot = » ;. N; observations indépendantes :
Yij, izl,...,ni, j: 1,...,N.

Yij = 1+ Eij
— effective sample size = niot

@ Dans un modéle a effets aléatoires uniquement :
N observations indépendantes : (Y1,...,Yn).

Yij = )i + €45
i =p+mn

— effective sample size = N
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Sélection de variables

Quelle taille d’échantillon ?

Lien avec les propriétés asymptotiques de 'EMV :

Yij = Vi + €44,

Vi = p+ i,
ou i "'Vd N(O,OJQ), €ij "'Vd N(O,JQ)_
2 2
w g
Var(iinLe) = — +
(vLe) = - o

siw > 0, MLE est v/ N-consistant,
si w =0, UMLE est \/Titor-consistant.
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Quelle pénalité du BIC?

En pratique :
e BIC = —2LL + dlog (nit) avec R (nlme), SPSS (MIXED)
e BIC = —2LL + dlog N avec MONOLIX, SAS (NLMIXED)

ol d = dim(#), avec des corrections ad-hoc.

Que dit la théorie?
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BIC classique

@ Choix de modéle bayésien : loi a posteriori d'un modéle m paramétré
par 0, p(m[Y) oc w(m)p(Y|m),

p(Ym) = / p(Y 19, m)p(6]m)do.
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BIC classique

@ Choix de modéle bayésien : loi a posteriori d'un modéle m paramétré
par 0, p(m[Y) oc w(m)p(Y|m),

p(YIm) = [ (Y[6,m)p(6lm)a.
@ Approximation de Laplace :

~ 1
logp(Y|m) ~ logp(Y|0,m) — B log det (Hj)
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BIC classique

@ Choix de modéle bayésien : loi a posteriori d'un modéle m paramétré
par 0, p(m[Y) oc w(m)p(Y|m),

p(YIm) = [ (Y[6,m)p(6lm)a.
@ Approximation de Laplace :
~ 1
logp(Y|m) ~ logp(Y|0,m) — B log det (Hj)

_ 92 log p(Y|m)

ou Hy = 55097 =0 _
@ Dans un modéle a effets fixes, n obs. indépendantes,
Hg =~ nIg et

1 dim(0)
5 log det (Hj) ~

1
5 logn + 3 log det (Ig) ,
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Critére BIC

BIC dans les modéles mixtes

Cadre : N — 00, min; n; — 0o et —4— — 0.

min; n;

Partition des paramétres individuels :

Y = CiB+mi, M ~iid N(0,9Q)

ou
0 0
2= (0 an)
d’ou
_ (0 o wF,z'> _ <5F
7]2 - (UR,1> ? wl (¢RL ) B - ,BR
BIC pour les modéles mixtes

19 / 35



BIC dans les modéles mixtes
<7/)F,i>
YRi)’
e Hj ~ diagonale par blocs,
o logdet (H(;) ~ logdet(N Z;) + log det(ngo1Z2).

En écrivant ;

Nie (2006, 2007), Convergence rate of the MLE in generalized linear and nonlinear
mixed-effects models.

o dimensions de 77 et 7o 7

Partition des paramétres de population :

0= <2F> Or = Br, Or = (Br, QR).
R
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Critére BIC

BIC dans les modéles mixtes

Résultat

Dans les modéles a effets mixtes considérés ici, la procédure BIC consiste a
sélectionner le modéle qui minimise

BICy, = —2LL + dim(fg) log N + dim(0F) log niet-

(AgroParisTech)
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Critére BIC

BIC dans les modéles mixtes

Résultat

Dans les modéles a effets mixtes considérés ici, la procédure BIC consiste a
sélectionner le modéle qui minimise

BICy, = —2LL + dim(fg) log N + dim(0F) log niet-

Remarques

@ La sélection de variables dépend de € via 'ordre de grandeur des
termes de I'information de Fisher des observations.

@ Approximation asymptotique de I'ordre de O (N/min;n;).
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Critére BIC

BIC dans les modéles mixtes

BICy, = —=2LL + dim(0g) log N + dim(0) log nget-

Remarque :
BIC}, est une version hybride des BICs existants :

e Si dim(fg) =0,
BIC,,,, = —2LL + dim(0) log nyot.
e Si dim(fr) =0,

BICy = —2LL + dim(§) log N.
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Comportement sur des données

Simulations

Modeéle linéaire

1. Observations :
yij = o+ ritiy +aity +eig, g~ N(0,07)

2. Paramétres individuels : 9; = (d}ig,@bﬂ,djig)/ tels que

Yoi = Ho+ Mo,
Y = i +ac+n o,
Yo = o+ aoc+ 12

ni ~iid. N(0,€), Q = Diag(w?, w},w3).
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Comportement sur des données

Simulations

Modéles testés

Poi =
i =
Yo =
4 modéles de covariables :
My
Mo
M;
My

(AgroParisTech)

Ho
Mo + Mo, 251
mFoici+mg ., B=|
o+ aoc; + 12 Qi
(&%)
041:0,052:0,
0417é07052:07
06120,0(27&0,
(11750,(%2750.
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Comportement sur des données

Simulations

Modéles testés

Yo =
Vi =
Yo =

4 modéles de variance :

Mo + Mo,i

wi 0 0
mFoici+m,; , Q=10 0«% 0
P2 + azci + 2, 0 0 ws
2 _ 2 _
w; =0, wy =0,
2 2
wl 7£ O 5 UJ2 — 0,
2 _ 2
w1 = ’ (/.)2 # 07
2 2
wi #0, wy #0.
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Comportement sur des données

Simulations

@ Pour chaque combinaison de modéles (My, Oy), 1 < k < 4, 4 design :

o (N=20,n=05)

o (N =20,n=100)
e (N =100,n =5),
e (N =100,n = 100)

— 64 situations possibles

@ Pour chaque situation, simulation de 50 échantillons.
Pour chaque échantillon : calcul des 3 critéres
BICy (bleu), BIC,,,, (vert) et BIC} (marron).
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Comportement sur des données

Exemple de lecture des résultats

Fréquence de choix de modéle correct pour chacun des critéres dans 2 situations

07 4
m BIC_N

05 1 B BIC_Ntot
m BIC h

05

04

0.3

0.2

0.1

00 -

a b
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Exemple Warfarin

yij - f( ij udjz) +f( K 131/11) Z':ij: N = 32: Ntot = 251
wi = ( a,u‘/wCl )

Effet de la covariable ¢; =poids?

logVi = pv + ave; +nv,

My :log(kai) = fika ilog(Cli) = per + neis
Mo :log(ka;) = pka ;log(Cl) = per + acici + neii,
M3 :log(kai) = pika + QkaCi ilog(Cli) = per + neis
My :log(ka;) = pika + Qrati ;log(Cli) = per + acici + nei,
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Comportement sur des données

Exemple Warfarin

Yij = f(tij, Dis ) + f(tij, Disi)eij, N = 32, ngor = 251

Y = (kay, Vi, CL)’

Effet de la covariable ¢; = poids?
Modele | dim(fr) | dim(0r) | —2LL | BICy | BICyw | BIC,
My 5 2 928.1 952.4 966.8 956.5
Mo 6 2 923.3 951.0 967.5 955.1
Ms 5 3 923.0 950.7 967.2 956.9
My 6 3 918.1 949.3 967.8 9555
BIC pour les modéles mixtes
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Comportement sur des données

Conclusion

Le critére proposé BICY, léve I'ambiguité sur le choix de la pénalité.
BIC}, se comporte aussi bien que le meilleur des critéres BIC usuels
BIC}, s'adapte a la structure des effets aléatoires

BIC}, implémenté dans MONOLIX

BIC}, permet de faire de la sélection de covariables mais pas de |a
sélection d’effets aléatoires (éléments non nuls de Q).
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— choix des paramétres de régularisation : BIC}, !
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Détails techniques

Détails techniques : évaluation de 7,

Partition des paramétres de population

% logp(¥1]0) 9% logp(Y1l0)

o . 00Rr0O0%, 00RO,
I@ - _EGZG 9% logp(Y1|0) 02logp(Y1]6)
90p 00, 0000,

Approximation de Laplace de p(Y1]0)

® Rappel : p(Y110) = [ p(Y1|t1)p(ti]0)dyr
@ Approximation de chaque bloc de 7

_9*logp(Yil0) 9 logp(il6)

0000’ o 0006’
9% log p(¥:]0) ( 0% log p(Y:, ¥:l0) \ ™" 0% logp(vil0) -1
7 7 |¢-:¢-+O(n )-
000, O 0] 00’ O, =i

(AgroParisTech) BIC pour les modéles mixtes 33 /35



Hypothéses

(H1) Pourtouti=1,..., N, et tout 8 € ¥, p(y;|0) est trois fois dérivable en 6 pour
presque tout Y;.

(H2) (i) Nexiste M >0tq.Vi=1,...,N,VoedetVk l=1,...,q,

dlog p(Yi|0)

8% log p(Yi|6) ?
00,

0| <At
26,00, =] <

(i) Il existe {G1(Y3),...,Gn(Yn)} t.q. 0 €9, Vi=1,...,N et
Vk,LLh=1,...,q,

2
Ey, 0+ { |9:0*} <M et Ey, g

‘ 9° log p(Yi|0)

< G o [G2(Y)] < M.
861.90,00, ’—G%(Yl) ot Evyjor [GE(Y:)] < M

(H3) Soit Vy = (Hg_*%)Hg(He_*%)’ V0 € 9. Hy~ est définie positive et inversible, et
max||Ve — L|| — O,
ou I, : matrice identité g x q.
(H4) liminfy_ 100 Anv = A >0 ol Ay est la plus petite valeur propre de E(+ Hox).

(AgroParisTech) BIC pour les modéles mixtes 34 /35



Hypothéses

(H5) (i)
1 o P logp(yil$ri, 0F) 1) _
N ;Enle* { |:1/JR,1 (* 3¢R,z‘8’¢R,i, + Qg ) YR, s -

o(nil),

(i)

1 9*log p(Yilyr,i,0F) ( 0*logp(Yiltrs, 0r) | o-1)
— Ey- 9+ s — s Q i
Z Y; |0 |: aeFawR,i/ awR,iawR,i/ + g wR,

[ps=;
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